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Πανελλήνιες 2022



Θέμα Α

Έστω 𝑓 μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν 𝐹 είναι μια παράγουσα της 

𝑓 στο Δ, τότε να αποδείξετε ότι:

- όλες οι συναρτήσεις της μορφής 𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝑐, όπου 𝑐 ∈ ℝ , είναι παράγουσες 

της 𝑓 στο Δ και

- κάθε άλλη παράγουσα 𝐺 της 𝑓 στο Δ παίρνει τη μορφή 𝐺 𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝑐, με 𝑐 ∈ ℝ.
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Θέμα Α

Να διατυπώσετε το θεώρημα του Fermat.
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Θέμα Α

Πότε η ευθεία 𝑥 = 𝑥0 λέγεται κατακόρυφη ασύμπτωτη 

της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης 𝑓 ;
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Θέμα Α 4

𝛂) Αν 0 < α < 1 𝜏ό𝜏휀 lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = 0

β) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο [0,1], παραγωγίσιμη 
στο 0,1 και 𝑓′ 𝑥 ≠ 0 , για όλα τα 𝑥 ∈ (0,1) , τότε 𝑓 0 ≠ 𝑓(1)

γ) Η συνάρτηση 𝑓 𝑥 = 𝜎𝜑𝑥 είναι παραγωγίσι𝜇휂 𝜎𝜏𝜊

𝑅2 = ℝ − 𝑥 휂𝜇𝜒 = 0 και ισχύει 𝑓′ 𝑥 = −
1

휂𝜇2𝑥

δ) Ισχύει ότι lim
𝜒→0

1 − 𝜎𝜐𝜈𝜒

𝜒
= 1

ε)Αν න

𝛼

𝛽

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ≥ 0 , τότε κατ΄ανάγκη θα είναι 𝑓 𝑥 ≥ 0 ,

για κάθε 𝑥 ∈ 𝛼, 𝛽 .
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Θέμα B 1

൝
𝑥 ∈ 𝛢𝑔

g(x) ∈ 𝛢𝑓
Α𝑓𝑜𝑔 = 0, 1

Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ −∞ , 1 → ℝ με τύπο 𝑓 𝑥 = 𝑥4 − 2𝑥2 + 1 και η συνάρτηση 

𝑔 ∶ 0, +∞ → ℝ με τύπο 𝑔 𝑥 = x.

Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση ℎ = 𝑓𝑜𝑔. 

ℎ 𝑥 = 𝑓𝑜𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 =
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⇔ ቊ
𝑥 ≥ 0
𝑥 ≤ 1

⇔ ቊ
𝑥 ≥ 0
𝑥 ≤ 1

= 𝑥 4 − 2( 𝑥)2 + 1 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 𝑥 − 1 2 , με 𝛢ℎ = 0, 1



Θέμα B 2

ℎ−1 𝑥 = 1 − 𝑥, 𝑥 ∈ 0, 1

Αν ℎ 𝑥 = 𝑥 − 1 2, 𝑥 ∈ 0, 1 , να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ℎ είναι "1 - 1" (μονάδες 3) και να 

βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση ℎ−1 της ℎ (μονάδες 6).  

ℎ 𝑥 = 𝑦 ⟺ 𝑥 − 1 2 = 𝑦 ⟺ 𝑥 − 1 = 𝑦 𝑥 − 1 ≤ 0 𝑥 ∈ 0, 1

⟺ − 𝑥 − 1 = 𝑦 ⟺ 𝑥 − 1 = − 𝑦 ⟺ 𝑥 = 1 − 𝑦

ℎ−1 𝑦 = 1 − 𝑦, 𝑦 ∈ 0, 1
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ℎ ℎ′ 𝑥 = 2 𝑥 − 1 𝑥 − 1 ′ ⇒ ℎ′ 𝑥 = 2(𝑥 − 1)

ℎ′ 𝑥 ≤ 0 𝑥 = 1. ℎ ℎ ↘ [0,1]

ℎ

𝐴ℎ−1 = ℎ 𝐴 = ℎ 0,1 = ℎ 1 , ℎ 0 = [0,1]



Θέμα B 3i

𝑥0 = 1 .

Έστω ℎ−1 𝑥 = 1 − 𝑥, 𝑥 ∈ 0, 1 .

Θεωρούμε τη συνάρτηση: 𝜑 𝑥 = ൞

ℎ−1(𝑥)

1−𝑥
, 𝑥 ∈ [0,1)

1

2
, 𝑥 = 1

(i) Να αποδείξετε ότι για τη συνάρτηση 𝜑 ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων 

τιμών στο [0,1] .

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝜑 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

1 − 𝑥

1 − 𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

1 − 𝑥 2

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

1 − 𝑥

(1 − 𝑥)(1 + 𝑥)
=

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

1

1 + 𝑥
=

1

2
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𝜑 1 =

1

2

• 𝜑 𝑥 [0, 1)

ቑ
𝜑 0 = 1

𝜑 1 =
1

2

⟹ 𝜑 0 ≠ 𝜑 1
• 𝜑 𝑥 𝑥0 = 1

𝜑 𝑥 [0, 1]
[0, 1]



Θέμα B 3ii 

𝑛 𝜑 1 =
1

2
και 𝜑 0 = 1

𝑥0 ∈ 0, 1 𝜑(𝑥0) = 𝑛

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ 0, 1 τέτοιο ώστε 𝜑(𝑥0) = ημα , 

όπου 
𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
.

𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2

𝜂𝜇𝑥 ↑
휂𝜇

𝜋

6
< 휂𝜇𝛼 < 휂𝜇

𝜋

2
⟺

1

2
< 휂𝜇𝛼 < 1

𝜑(𝑥0) = 휂𝜇𝛼
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Θέμα Γ
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓: ℝ → ℝ, η γραφική παράσταση της οποίας διέρχεται από 

την αρχή των αξόνων. Δίνεται ακόμα ότι η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο −∞, −1 ∪ −1, +∞
και για την παράγωγο 𝑓′ της 𝑓 ισχύει ότι:

𝑓′ 𝑥 = ቊ
−2 , 𝑥 < −1

3𝑥2 − 1 , 𝑥 > −1

Να αποδείξετε ότι 

𝑓 𝑥 = ቊ
−2𝑥 − 2 , 𝑥 ≤ −1

𝑥3 − 𝑥 , 𝑥 > −1

1
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𝑓′ 𝑥 = ൝
(−2𝑥 )′ , 𝑥 < −1

𝑥3 − 𝑥 ′ , 𝑥 > −1

𝑐1, 𝑐2

𝑓 𝑥 = ቊ
−2𝑥 + 𝑐1 , 𝑥 ≤ −1

𝑥3 − 𝑥 + 𝑐2 , 𝑥 > −1

𝐶𝑓 (0,0)

𝑓 0 = 0 ⇔ 03 − 0 + 𝑐2 = 0 ⇔ 𝑐2 = 0

𝑓 ℝ 𝑥0 = −1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1−

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1+

𝑓 𝑥 = 𝑓 −1 ⇔

2 + 𝑐1 = −1 3 − −1 ⇔
2 + 𝑐1 = −1 + 1 ⇔

𝑐1 = −2
𝑓 𝑥 = ቊ

−2𝑥 − 2 , 𝑥 ≤ −1

𝑥3 − 𝑥 , 𝑥 > −1



Θέμα Γ
Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της γραφικής παράστασης της 𝑓 σε σημείο 

𝐴 𝑥0, 𝑓 𝑥0 , με 𝑥0 > −1, η οποία τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο −2

2
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𝐶𝑓 𝛢(𝑥0, 𝑓(𝑥0)) 𝑥0 > −1

휀: 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)

𝑦′𝑦 𝑥 = 0 𝑦 = −2

−2 − 𝑓 𝑥0 = 𝑓′(𝑥0)(0 − 𝑥0)

−2 − 𝑥0
3 − 𝑥0 = 3𝑥0

2 − 1 −𝑥0

−2 − 𝑥0
3 + 𝑥0 = −3𝑥0

3 + 𝑥0

2𝑥0
3 = 2

𝑥0
3 = 1

𝑥0 = 1

𝛢(1,0)

휀: 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1)

휀: 𝑦 − 0 = 2(𝑥 − 1)

휀: 𝑦 = 2𝑥 − 2



Θέμα Γ
Έστω 𝑦 = 2𝑥 − 2 η εξίσωση της ευθείας (ε) του ερωτήματος Γ2. Ένα σημείο 𝑀(𝑥, 𝑦) με

𝑥 > 2 κινείται κατά μήκος της ευθείας (ε). Έστω ακόμα Ε το εμβαδόν του τριγώνου ΜΚΓ, 

όπου Κ είναι η προβολή του σημείου Μ στον άξονα 𝑥′𝑥 και Γ είναι το σημείο με

συντεταγμένες (2,0). Τη χρονική στιγμή 𝑡0 κατά την οποία το σημείο M διέρχεται από το 

σημείο Β(3,4) ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του σημείου M είναι 2 μονάδες ανά

δευτερόλεπτο. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού Ε τη χρονική στιγμή 𝑡0.

3
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𝐸 𝑡 =
1

2
𝑥 𝑡 − 2 2𝑥 𝑡 − 2 ⇒

𝐸′(𝑡) =
1

2
𝑥′(𝑡) ⋅ 2𝑥 𝑡 − 2 + 𝑥 𝑡 − 2 ⋅ 2𝑥′(𝑡) ⇒

𝐸′(𝑡0) =
1

2
𝑥′(𝑡0) ⋅ 2𝑥 𝑡0 − 2 + 𝑥 𝑡0 − 2 ⋅ 2𝑥′(𝑡0) ⇒

𝐸′ 𝑡0 =
1

2
2 ⋅ 6 − 2 + 3 − 2 ⋅ 2 ⋅ 2 =

1

2
8 + 4 =

12

2
⇒

𝐸′(𝑡0) = 6 τ.μ./sec



Θέμα Γ

Να υπολογίσετε το όριο 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

𝑓(−𝑥)

1−𝑥3

4
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𝑥 → −∞ −𝑥 → +∞ 𝑓(−𝑥) = (−𝑥)3 − (−𝑥) = −𝑥3 + 𝑥

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

𝑓(−𝑥)

1−𝑥3 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜂𝜇(−2𝑥−2)

−2𝑥−2
+

−𝑥3+𝑥

1−𝑥3 = 0 + 1 = 1

−2𝑥 − 2 = 𝑢 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑢 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(−2𝑥 − 2) = +∞

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝜂𝜇(−2𝑥−2)

−2𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑢→+∞

𝜂𝜇𝑢

𝑢
= 0 −

1

𝑢
≤

𝜂𝜇𝑢

𝑢
≤

1

𝑢

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

−𝑥3+𝑥

1−𝑥3 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

−𝑥3

−𝑥3 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑥3

𝑥3 = 1



Θέμα Δ
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: 0, +∞ → ℝ με τύπο:

𝑓 𝑥 = 𝑥 − ln(3𝑥)
i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 𝑥 = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1, 𝑥2, με 𝑥1 < 1 < 𝑥2. 

(μονάδες 6)

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή. (μονάδες 2)

1
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𝑓′ 𝑥 = 𝑥 − 𝑙𝑛 3𝑥 ′ = 1 −
3

3𝑥
= 1 −

1

𝑥
=

𝑥 − 1

𝑥

𝑓 1 = 1 − ln 3 < 0 𝛿𝜄ό𝜏𝜄 3 > 𝑒 ⟺ ln 3 > ln 𝑒 = 0𝑥 −∞ 1 + ∞

𝑓΄ − +

𝑓

0

lim
𝑥⇾0+

𝑓 𝑥 = +∞

lim
𝑥⇾+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥⇾+∞

(𝑥 − 𝑙𝑛 ൯3𝑥 = lim
𝑥⇾+∞

𝑥 1 −
𝑙𝑛 3𝑥

𝑥
= +∞ ∙ 1 − 0 = +∞

𝛿𝜄ό𝜏𝜄 lim
𝑥⇾+∞

𝑙𝑛 3𝑥

𝑥
= lim

𝑥⇾+∞

𝑙𝑛 3𝑥 ′

𝑥 ′
= lim

𝑥⇾+∞

3
3𝑥
1

= lim
𝑥⇾+∞

1

𝑥
= 0



Θέμα Δ
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓: 0, +∞ → ℝ με τύπο:

𝑓 𝑥 = 𝑥 − ln(3𝑥)
i) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 𝑥 = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1, 𝑥2, με 𝑥1 < 1 < 𝑥2. 

(μονάδες 6)

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή. (μονάδες 2)

1
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• 𝛢𝜈 𝑥 ∈ 0,1 = 𝛢1 𝜏ό𝜏휀 𝑓 𝛢1 = 1 − 𝑙𝑛 3, + ∞ 𝜅𝛼𝜄 𝑓 ↓ 휀𝜋휀𝜄𝛿ή

0 ∈ 𝑓 𝛢1 𝜐𝜋ά𝜌𝜒휀𝜄 έ𝜈𝛼 𝛼𝜅𝜌𝜄𝛽ώ𝜍 𝑥1 < 1 𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊𝜍 ώ𝜎𝜏휀 𝑓 𝑥1 = 0.

• 𝛢𝜈 𝑥 ∈ [1, +∞) = 𝛢2 𝜏ό𝜏휀 𝑓 𝛢2 = 1 − 𝑙𝑛 3, + ∞ 𝜅𝛼𝜄 𝑓 ↑ 휀𝜋휀𝜄𝛿ή

0 ∈ 𝑓 𝛢2 𝜐𝜋ά𝜌𝜒휀𝜄 έ𝜈𝛼 𝛼𝜅𝜌𝜄𝛽ώ𝜍 𝑥2 > 1 𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊𝜍 ώ𝜎𝜏휀 𝑓 𝑥2 = 0

Ά𝜌𝛼 휂 휀𝜉ί𝜎𝜔𝜎휂 𝑓 𝑥 = 0 έ𝜒휀𝜄 𝛼𝜅𝜌𝜄𝛽ώ𝜍 𝛿ύ𝜊 𝜌ί휁휀𝜍 𝑥1, 𝑥2 𝜇휀 𝑥1 < 𝑥2

𝑓′′(𝑥) = 1 −
1

𝑥

′
=

1

𝑥2 > 0 𝑥 > 0

𝑓 0, +∞ .



Θέμα Δ
Αν E είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης 𝑓 και τον άξονα 𝜒′𝜒, να αποδείξετε ότι:

𝛦 =
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥1 + 𝑥2 − 2)

2

Μονάδες 7 

𝛦 = න
𝑥1

𝑥2

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = − න
𝑥1

𝑥2

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝑓(𝜒) ≠ 0 𝑥 ∈ (𝑥1, 𝑥2)

(𝑥1, 𝑥2)

𝑓 1 = 1 − 𝑙𝑛 3 < 0

𝑓(𝑥) ≤ 0 𝑥 ∈ [𝑥1, 𝑥2]

= − න
𝑥1

𝑥2

𝑥 ′𝑓 𝑥 𝑑𝑥

= − 𝑥 ⋅ 𝑓 𝑥 𝑥1

𝑥2 + න
𝑥1

𝑥2

𝑥 ⋅ 𝑓′ 𝑥 𝑑𝑥

= −𝑥2𝑓 𝑥2 + 𝑥1𝑓 𝑥1 + න
𝑥1

𝑥2

𝑥 ⋅ 1 −
1

𝑥
𝑑𝑥 = න

𝑥1

𝑥2

𝑥 − 1 𝑑𝑥 =
𝑥2

2
− 𝑥

𝑥1

𝑥2

=
𝑥2

2

2
− 𝑥2 −

𝑥1
2

2
+ 𝑥1

= −
1

2
𝑥1 + 𝑥2 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥1 − 𝑥2 = −

1

2
𝑥1 − 𝑥2 𝑥1 + 𝑥2 − 2

=
1

2
𝑥2 − 𝑥1 𝑥1 + 𝑥2 − 2



Θέμα Δ

Να αποδείξετε ότι: 𝑓 2 − 𝑥1 < 0.

3
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ቑ
𝐸 =

1

2
𝑥2 − 𝑥1 𝑥1 + 𝑥2 − 2 > 0

𝑥2 − 𝑥1 > 0
⇒ 𝑥1 + 𝑥2 − 2 > 0

2 − 𝑥1 < 𝑥2

2 − 𝑥1 > 1 ⇔ 1 − 𝑥1 > 0 ⇔ 𝑥1 < 1

1 < 2 − 𝑥1 < 𝑥2 𝑓 ↑ 1, +∞

𝑓(2 − 𝑥1) < 𝑓(𝑥2) = 0



Θέμα Δ

Να εξετάσετε αν η εξίσωση: 2𝑓 𝑥 + ln 3 = 1 + 𝑓′(𝑥)(𝑥 − 𝑥2) έχει λύση.

4
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𝑓 𝑥 − 𝑓 1 + 𝑓 𝑥 − 𝑓′ 𝑥2 𝑥 − 𝑥2 = 0 1

𝛪𝜎𝜒ύ𝜊𝜐𝜈 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 1 𝛼𝜋ό 𝛼΄ 휀𝜌ώ𝜏휂𝜇𝛼

𝑥2

𝑦 − 𝑓 𝑥2 = 𝑓′ 𝑥2 𝑥 − 𝑥2 ⟺ 𝑦 = 𝑓′ 𝑥2 𝑥 − 𝑥2

𝛨 𝑓 𝜅𝜐𝜌𝜏ή ά𝜌𝛼 𝑓 𝑥 − 𝑓′ 𝑥2 𝑥 − 𝑥2 ≥ 0

𝛦𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍 𝛼𝜋ό 𝜏휂𝜈 1 έ𝜒𝜊𝜐𝜇휀:

𝑓 𝑥 − 𝑓 1 = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑓 𝑥 − 𝑓′ 𝑥2 𝑥 − 𝑥2 = 0

𝑥 = 1 𝑥 = 𝑥2 > 1



Καλά αποτελέσματα!

Πανελλήνιες 2022


